
1.1 (Фильтрованные копределы в алгебраических кате­

гориях).

а) Пусть дана фильтрованная poset-категория ℐ︀ (т.,е. для 𝑖 ≥ 𝑗 имеем стрелку 𝜑𝑖,𝑗 : 𝑖 →
𝑗) и функтор 𝑎 : ℐ︀ → 𝐒𝐞𝐭. Определим на ∐𝑖∈𝐼 𝑎(𝑖) следующее отношение эквивалент

ности:

𝑎(𝑖) ∋ 𝑡𝑖 ∼ 𝑡𝑗 ∈ 𝑎(𝑗) ⟺ ∃𝑘 ∈ ℐ︀, 𝑖 ≥ 𝑘, 𝑗 ≥ 𝑘, т. ч. 𝑎(𝜑𝑖,𝑘)(𝑡𝑖) = 𝑎(𝜑𝑗,𝑘)(𝑡𝑗)

Проверить, что это отношение эквивалентности и что (∐𝑖∈𝐼 𝑎(𝑖))/ ∼ есть colim
𝑖

𝑎.

Решение

Отношение эквивалентности

1. Рефлексивность. Для 𝑡𝑖 можно выбрать 𝑘 = 𝑖, т.к. 𝑖 ≥ 𝑖. Тогда

𝑡𝑖 ∼ 𝑡𝑖
2. Симметричность. Если 𝑡𝑖 ∼ 𝑡𝑗, то существует такое 𝑘 ∈ ℐ︀, что 𝑖 ≥ 𝑘, 𝑗 ≥ 𝑘 и 

𝑎(𝜑𝑖,𝑘)(𝑡𝑖) = 𝑎(𝜑𝑗,𝑘)(𝑡𝑗).
Если же 𝑡𝑗 ∼ 𝑡𝑖, то существует такое 𝑙 ∈ ℐ︀, что 𝑗 ≥ 𝑙, 𝑖 ≥ 𝑙 и 𝑎(𝜑𝑗,𝑘)(𝑡𝑗) = 𝑎(𝜑𝑖,𝑘)(𝑡𝑖). 
Положим 𝑙 = 𝑘 — симметричность выполнена.

3. Пусть 𝑡𝑖 ∼ 𝑡𝑗, 𝑡𝑗 ∼ 𝑡𝑘, тогда существуют 𝑙, 𝑚 ∈ ℐ︀ такие, что 𝑖 ≥ 𝑙, 𝑗 ≥ 𝑙 и 𝑗 ≥ 𝑚, 𝑘 ≥ 𝑚 и 

соответствующие образы равны.

Так как ℐ︀ - фильтрованная poset-категория, то существует 𝑛 ∈ ℐ︀ такой, что 𝑙 ≥ 𝑛, 𝑚 ≥
𝑛. Рассмотрим диаграмму

𝑎(𝜑𝑖,𝑙) 𝑎(𝜑𝑗,𝑙) 𝑎(𝜑𝑗,𝑚) 𝑎(𝜑𝑘,𝑚)

𝑎(𝜑𝑙,𝑛) 𝑎(𝜑𝑚,𝑛)

𝑎(𝑖)

𝑎(𝑙)

𝑎(𝑗)

𝑎(𝑚)

𝑎(𝑘)

𝑎(𝑛)

Имеем

𝑎(𝜑𝑖,𝑙)(𝑡𝑖) = 𝑎(𝜑𝑗,𝑙)(𝑡𝑗)

Применяя 𝑎(𝜑𝑙,𝑛), имеет

𝑎(𝜑𝑙,𝑛 ∘ 𝜑𝑖,𝑙)(𝑡𝑖) = 𝑎(𝜑𝑙,𝑛 ∘ 𝜑𝑗,𝑙)(𝑡𝑗)

По свойствам poset-категории существует единственные морфизмы 𝑖 → 𝑛 и 𝑗 → 𝑛:

𝑎(𝜑𝑖,𝑛)(𝑡𝑖) = 𝑎(𝜑𝑗,𝑛)(𝑡𝑗)

Аналогично для 𝑘 → 𝑛. Тогда

𝑎(𝜑𝑖,𝑛)(𝑡𝑖) = 𝑎(𝜑𝑗,𝑛)(𝑡𝑗) = 𝑎(𝜑𝑘,𝑛)(𝑡𝑘)

Имеем



𝑡𝑖 ∼ 𝑡𝑘

Копредел

Обозначим 𝑆 ≔ ∐𝑖 𝑎(𝑖)/ ∼, 𝜄𝑖 : 𝑎(𝑖) ↠ 𝑆, 𝑡𝑖 ↦ [𝑡𝑖].

𝑎(𝜑𝑖,𝑗)

𝜄𝑖 𝜄𝑗

𝑎(𝑖)

𝑆

𝑎(𝑗)

Пусть 𝑢 ≔ 𝑎(𝜑𝑖,𝑗)(𝑡𝑖). Проверим

[𝑢] =? [𝑡𝑖].

Эти два элемента эквивалентны тогда и только тогда, когда существует 𝑘 ∈ ℐ︀ такой, что 

𝑖 ≥ 𝑘, 𝑗 ≥ 𝑘. Положим 𝑘 = 𝑗. По определению 𝜑𝑖,𝑗 имеем 𝑖 ≥ 𝑗 и 𝑗 ≥ 𝑗 (отображение 𝑎(𝜑𝑗,𝑗) =
1𝑎(𝑗)), а по определению 𝑢 = 𝑎(𝜑𝑖,𝑗)(𝑡𝑖). Получаем

𝑢 = 𝑎(𝜑𝑖,𝑗)(𝑡𝑖) ⇒ 𝑢 ∼ 𝑡𝑖 ⇒ [𝑢] = [𝑡𝑖]

Тогда

𝜄𝑗 ∘ 𝑎(𝜑𝑖,𝑗) = 𝜄𝑖

В таком случае, {𝜄𝑖 : 𝑎(𝑖) ↠ 𝑆}𝑖∈ℐ︀  – коконус.

Пусть 𝑋 ∈ 𝐒𝐞𝐭 и {𝜇𝑖 : 𝑎(𝑖) → 𝑋}𝑖∈ℐ︀  – коконус. Хотим: единственное 𝜃 : 𝑆 → 𝑋 такое, что

𝜃 ∘ 𝜄𝑖 = 𝜇𝑖

𝑎(𝜑𝑖,𝑗)

𝜄𝑖 𝜄𝑗

𝜇𝑗𝜇𝑖 𝜃

𝑎(𝑖)

𝑆

𝑎(𝑗)

𝑋

Положим 𝜃([𝑡𝑖]) ≔ 𝜇𝑖(𝑡𝑖). Проверим корректность.

Пусть 𝑡𝑖 ∼ 𝑡𝑗 ⇒ [𝑡𝑖] = [𝑡𝑗].

𝜇𝑖(𝑡𝑖) =? 𝜇𝑗(𝑡𝑗)

Существует 𝑘 ∈ ℐ︀ такое, что 𝑖 ≥ 𝑘, 𝑗 ≥ 𝑘 и соответствующие образы равны. Тогда, так как 

𝜇 - коконус, верно

𝜇𝑘 ∘ 𝑎(𝜑𝑖,𝑘)(𝑡𝑖) = 𝜇𝑖(𝑡𝑖)

𝜇𝑘 ∘ 𝑎(𝜑𝑗,𝑘)(𝑡𝑗) = 𝜇𝑗(𝑡𝑗)



Отсюда 𝜇𝑖(𝑡𝑖) = 𝜇𝑗(𝑡𝑗).

Тогда

∐
𝑖

𝑎(𝑖)/ ∼  = colim
𝑖

𝑎



б) Пусть на множествах из предыдущего пункта имеется структура кольца (ассоциа

тивного, коммутативного с 1), а 𝑎(𝜑𝑖,𝑗) — гомоморфизмы колец. Докажите, что на 

(∐𝑖∈ℐ︀ 𝑎(𝑖))/ ∼ есть естественная структура кольца (ассоциативного, коммутативного 

с 1) такая, что (∐𝑖∈ℐ︀ 𝑎(𝑖))/ ∼ — копредел в категории 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠 по диаграмме 𝑎 : ℐ︀ →
𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠.

Решение
Обозначим 𝑆 ≔ ∐𝑖 𝑎(𝑖)/ ∼, 𝜄𝑖 : 𝑎(𝑖) → 𝑆, 𝑡𝑖 ↦ [𝑡𝑖]. Также обозначим 𝜑∗

𝑖,𝑗 ≔ 𝑎(𝜑𝑖,𝑗)

Определение операций

Определим операцию сложения на 𝑆 следующим образом:

[𝑡𝑖] + [𝑡𝑗] ≔ [𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)],  [𝑡𝑖], [𝑡𝑗] ∈ 𝑆

Так как ℐ︀ — фильтрованная категория, такой 𝑘 существует.

Проверим корректность. Пусть 𝑡𝑖 ∈ 𝑎(𝑖), 𝑡𝑗 ∈ 𝑎(𝑗). Пусть также 𝑡′𝑖′ ∈ 𝑎(𝑖′), 𝑡′𝑗′ ∈ 𝑎(𝑗′) такие, 

что 𝑡𝑖 ∼ 𝑡′𝑖′ , 𝑡𝑗 ∼ 𝑡′𝑗′ .

𝑢 = 𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)

𝑢′ = 𝜑∗
𝑖′,𝑘′(𝑡′𝑖′) + 𝜑∗

𝑗′,𝑘′(𝑡′𝑗′)

Найдём такой 𝑝 ∈ ℐ︀, что образы 𝑢, 𝑢′ в 𝑎(𝑝) совпадают.

Для 𝑡𝑖, 𝑡′𝑖′ выберем 𝑙 ∈ ℐ︀:

𝜑∗
𝑖,𝑙(𝑡𝑖) =

𝑡𝑖∼𝑡′
𝑖′

𝜑∗
𝑖′,𝑙(𝑡′𝑖′)

Для 𝑡𝑗, 𝑡′𝑗′ выберем 𝑚 ∈ ℐ︀:

𝜑∗
𝑗,𝑚(𝑡𝑗) =

𝑡𝑗∼𝑡′
𝑗′

𝜑∗
𝑗′,𝑚(𝑡′𝑗′)

По фильтрованности ℐ︀ существует индекс 𝑝 ∈ ℐ︀ такой, что

𝑝 ≤ 𝑘,  𝑝 ≤ 𝑘′,  𝑝 ≤ 𝑙,  𝑝 ≤ 𝑚

𝜑∗
𝑘,𝑝(𝑢) = 𝜑∗

𝑘,𝑝(𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)) =

= 𝜑∗
𝑘,𝑝(𝜑∗

𝑖,𝑘(𝑡𝑖)) + 𝜑∗
𝑘,𝑝(𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗))

𝜑∗
𝑘,𝑝(𝑢) = 𝜑∗

𝑖,𝑝(𝑡𝑖) + 𝜑∗
𝑗,𝑝(𝑡𝑗)

Аналогично получаем

𝜑∗
𝑘′,𝑝(𝑢′) = 𝜑∗

𝑖′,𝑝(𝑡′𝑖′) + 𝜑∗
𝑗′,𝑝(𝑡′𝑗′)

𝜑∗
𝑖,𝑝(𝑡𝑖) = 𝜑∗

𝑙,𝑝(𝜑∗
𝑖,𝑙(𝑡𝑖)) = 𝜑∗

𝑙,𝑝(𝜑∗
𝑖′,𝑙(𝑡′𝑖′)) = 𝜑∗

𝑖′,𝑝(𝑡′𝑖′)

Аналогично



𝜑∗
𝑗,𝑝(𝑡𝑗) = 𝜑∗

𝑗′,𝑝(𝑡′𝑗′)

Получается, что

𝑢 ∼ 𝑢′ ⇒ [𝑢] = [𝑢′]

Операция корректна

Нейтральным элементом является [0], т.к. гомоморфизмы сохраняют 0. Обратным к [𝑡𝑖] 
является [−𝑡𝑖].

Проверим ассоциативность:

[𝑡𝑖] + ([𝑡𝑗] + [𝑡𝑘]) = |𝑗 𝑘

𝑙
| = [𝑡𝑖] + [𝜑∗

𝑗,𝑙(𝑡𝑗) + 𝜑∗
𝑘,𝑙(𝑡𝑘)] =

=

|



𝑖 𝑗 𝑘

𝑙

𝑚 |





= [𝜑∗
𝑖,𝑚(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑚(𝑡𝑗) + 𝜑∗
𝑘,𝑚(𝑡𝑘)]

С другой стороны

([𝑡𝑖] + [𝑡𝑗]) + [𝑡𝑘] = |𝑖 𝑗

𝑚
| = [𝜑∗

𝑖,𝑚(𝑡𝑖) + 𝜑∗
𝑗,𝑚(𝑡𝑗)] + [𝑡𝑘] =

= |𝑖 𝑗 𝑘

𝑚
| = [𝜑∗

𝑖,𝑚(𝑡𝑖) + 𝜑∗
𝑗,𝑚(𝑡𝑗) + 𝜑∗

𝑘,𝑚(𝑡𝑘)]

Коммутативность следует из коммутативность колец.

Операцию умножения определим тем же образом:

[𝑡𝑖] ⋅ [𝑡𝑗] = [𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) ⋅ 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)]

Она корректна по тем же соображениям.

Нейтральным элементом является [1], т.к. гомоморфизмы в 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠 сохраняют единицу. 

Дистрибутивность следует также из свойств гомоморфизма.

Таким образом, на 𝑆 есть структура коммутативного кольца с единицей.

Проверка коконуса

Пусть 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝑎(𝑖).

𝜄𝑖(𝑡 + 𝑡′) = [𝑡 + 𝑡′]

𝜄𝑖(𝑡) + 𝜄𝑖(𝑡′) = [𝑡] + [𝑡′] = |𝜑∗
𝑖,𝑖 = 1𝑎(𝑖)| = [𝑡 + 𝑡′]

𝜄𝑖(𝑡 + 𝑡′) = 𝜄𝑖(𝑡) + 𝜄𝑖(𝑡′)

𝜄𝑖(0𝑖) = [0]  все нули эквивалентны

𝜄𝑖(𝑡 ⋅ 𝑡′) = [𝑡 ⋅ 𝑡′]



𝜄𝑖(𝑡) ⋅ 𝜄𝑖(𝑡′) = [𝑡] ⋅ [𝑡′] = |𝜑𝑖,𝑖 = 1𝑎(𝑖)| = [𝑡 ⋅ 𝑡′]

𝜄𝑖(𝑡 ⋅ 𝑡′) = 𝜄𝑖(𝑡) ⋅ 𝜄𝑖(𝑡′)

𝜄𝑖(1𝑎𝑖
) = [1]  все единицы эквивалентны

Тогда 𝜄 : 𝑎 ⟹ 𝑆 - коконус в 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠.

Универсальное свойство

Пусть 𝑋 ∈ 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠, 𝜇 : 𝑎 ⟹ 𝑋 — коконус. Хотим: единственный гомоморфизм 𝜃 : 𝑆 → 𝑋. 

Определим, как и раньше

𝜃([𝑡𝑖]) ≔ 𝜇𝑖(𝑡𝑖)

Проверим свойства гомоморфизма. Пусть 𝑡𝑖 ∈ 𝑎(𝑖), 𝑡𝑗 ∈ 𝑎(𝑗):

𝜃([𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)]) = 𝜇𝑘(𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖)) + 𝜇𝑘(𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)) =

=
По свойствам коконуса

𝜇𝑖(𝑡𝑖) + 𝜇𝑗(𝑡𝑗) = 𝜃([𝑡𝑖]) + 𝜃([𝑡𝑗])

Аналогично

𝜃([𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) ⋅ 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)]) = 𝜇𝑖(𝑡𝑖) ⋅ 𝜇𝑗(𝑡𝑗) = 𝜃([𝑡𝑖]) ⋅ 𝜃([𝑡𝑗])

Очевидно сохранение единицы:

𝜃([1𝑖]) = 𝜇𝑖(1𝑖) = 1𝑋,  1𝑖 ∈ 𝑎(𝑖)

Тогда 𝜃 : 𝑆 → 𝑋 определена корректно.

∐𝑖 𝑎(𝑖)/ ∼  = colim 𝑎 в 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠



1.2 (Прямой и обратный образ предпучка).

Определение предпучка

Пусть дано топологическое пространство 𝑋. Рассмотрим топологию на нём как poset 

и определим poset-категорию Open(𝑋). Тогда предпучок множеств на 𝑋 есть функтор 

ℱ︀ : Open(𝑋)op → 𝐒𝐞𝐭. Отображения 𝑟𝑈,𝑉 : ℱ︀(𝑈) → ℱ︀(𝑉 ) для 𝑉 ⊂ 𝑈  называются отоб

ражениями ограничения. Пусть дано непрерывное отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌  и предпучки 

ℱ︀ на 𝑋 и 𝒢︀ на 𝑌 .

а) Определим предпучок 𝑓∗ℱ︀ на 𝑌  как 𝑓∗ℱ︀(𝑈) = ℱ︀(𝑓−1(𝑈)) для открытых 𝑈 ⊂
𝑌 . Отображения ограничения определим как 𝑟𝑈,𝑉 ≔ 𝑟𝑓−1(𝑈),𝑓−1(𝑉 ). Убедитесь, что это 

предпучок. Этот предпучок называется прямым образом предпучка ℱ︀ .

Решение
Будем обозначать 𝑟𝑈

𝑉 ≔ 𝑟𝑈,𝑉  — ограничения для 𝑉 ⊆ 𝑈 .

По непрерывности 𝑓 , 𝑓−1(𝑈) ∈ 𝜏𝑋. Тогда ℱ︀(𝑓−1(𝑈)) определено корректно.

Если 𝑉 ⊆ 𝑈 , то 𝑓−1(𝑉 ) ⊆ 𝑓−1(𝑈):

𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑉 ) ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑈)

Тогда отображения 𝑟𝑓−1(𝑈)
𝑓−1(𝑉 ) определены корректно.

𝑓∗ℱ︀ : Open(𝑌 )op → 𝐒𝐞𝐭 — предпучок



б’) Пусть даны категории ℐ︀, 𝒥︀ , 𝒞︀. Пусть даны функторы 𝜑 : 𝒥︀ → ℐ︀, 𝛼 : ℐ︀ → 𝒞︀, 𝛽 : ℐ︀op →
𝒞︀. Определите естественные морфизмы colim(𝛼 ∘ 𝜑) → colim(𝛼) и lim(𝛽) → lim(𝛽 ∘ 𝜑op) 
в предположении, что все пределы существуют. (Это будет на след. лекции, но попро

буйте догадаться самостоятельно).

Решение

Для копределов

Обозначим 𝜄 : 𝛼 ⟹ colim 𝛼, 𝜏 : (𝛼 ∘ 𝜑) ⟹ colim(𝛼 ∘ 𝜑) — коконусы.

Хотим: коконус 𝜓 : (𝛼 ∘ 𝜑) ⟹ colim 𝛼. Построим его с помощью переиндексации

𝜓𝑗 ≔ 𝜄𝜑(𝑗)

Очевидно, это коконус.

По универсальному свойству, ∀𝑋 ∈ 𝒞︀ и коконуса 𝜇 : (𝛼 ∘ 𝜑) ⟹ 𝑋 существует единствен

ное 𝜃 : colim(𝛼 ∘ 𝜑) → 𝑋 т.ч

𝜃 ∘ 𝜏𝑗 = 𝜇𝑗

Пололжим 𝑋 = colim 𝛼, 𝜇 = 𝜓.

𝛼(𝜑(𝑓))

𝜏𝑗 𝜏𝑗′

𝜓𝑗

𝜓𝑗′𝜃

𝛼(𝜑(𝑗))

colim(𝛼 ∘ 𝜑)

𝛼(𝜑(𝑗′))

colim 𝛼

Определили 𝜃 : colim(𝛼 ∘ 𝜑) → colim 𝛼

Для пределов

Имеем пределы с их каноническими конусами:

• 𝜋 : lim 𝛽 ⟹ 𝛽 для функтора 𝛽 : ℐ︀op → 𝒞︀,

• 𝑞 : lim(𝛽 ∘ 𝜑op) ⟹ (𝛽 ∘ 𝜑op) для функтора 𝛽 ∘ 𝜑op : 𝒥︀ op → 𝒞︀.

Построим конус 𝑝 : lim 𝛽 ⟹ (𝛽 ∘ 𝜑op) с помощью переиндексации:

𝑝𝑗 ≔ 𝜋𝜑(𝑗)

Тогда по универсальному свойству предела lim(𝛽 ∘ 𝜑op) существует единственный мор

физм 𝜂 : lim 𝛽 → lim(𝛽 ∘ 𝜑op), делающий диаграмму коммутативной:



𝛽(𝜑(𝑓))

𝑞𝑗 𝑞𝑗′

𝜂𝑝𝑗 𝑝𝑗′

𝛽(𝜑(𝑗)) 𝛽(𝜑(𝑗′))

lim(𝛽 ∘ 𝜑op)

lim 𝛽

Определили 𝜂 : lim 𝛽 → lim(𝛽 ∘ 𝜑op)
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