
б) Пусть на множествах из предыдущего пункта имеется структура кольца 

(ассоциативного, коммутативного с 1), а 𝑎(𝜑𝑖,𝑗) — гомоморфизмы колец. Докажите, что 

на (∐𝑖∈ℐ︀ 𝑎(𝑖))/ ∼ есть естественная структура кольца (ассоциативного, коммутативного с 

1) такая, что (∐𝑖∈ℐ︀ 𝑎(𝑖))/ ∼ — копредел в категории 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠 по диаграмме 𝑎 : ℐ︀ →
𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠.

Решение

Обозначим 𝑆 ≔ ∐𝑖 𝑎(𝑖)/ ∼, 𝜄𝑖 : 𝑎(𝑖) → 𝑆, 𝑡𝑖 ↦ [𝑡𝑖]. Также обозначим 𝜑∗
𝑖,𝑗 ≔ 𝑎(𝜑𝑖,𝑗)

Определение операций

Определим операцию сложения на 𝑆 следующим образом:

[𝑡𝑖] + [𝑡𝑗] ≔ [𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)],  [𝑡𝑖], [𝑡𝑗] ∈ 𝑆

Так как ℐ︀ — фильтрованная категория, такой 𝑘 существует.

Проверим корректность. Пусть 𝑡𝑖 ∈ 𝑎(𝑖), 𝑡𝑗 ∈ 𝑎(𝑗). Пусть также 𝑡′𝑖′ ∈ 𝑎(𝑖′), 𝑡′𝑗′ ∈ 𝑎(𝑗′) такие, что 

𝑡𝑖 ∼ 𝑡′𝑖′ , 𝑡𝑗 ∼ 𝑡′𝑗′ .

𝑢 = 𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)

𝑢′ = 𝜑∗
𝑖′,𝑘′(𝑡′𝑖′) + 𝜑∗

𝑗′,𝑘′(𝑡′𝑗′)

Найдём такой 𝑝 ∈ ℐ︀ , что образы 𝑢, 𝑢′ в 𝑎(𝑝) совпадают.

Для 𝑡𝑖, 𝑡′𝑖′  выберем 𝑙 ∈ ℐ︀ :

𝜑∗
𝑖,𝑙(𝑡𝑖) =

𝑡𝑖∼𝑡′
𝑖′

𝜑∗
𝑖′,𝑙(𝑡′𝑖′)

Для 𝑡𝑗, 𝑡′𝑗′  выберем 𝑚 ∈ ℐ︀ :

𝜑∗
𝑗,𝑚(𝑡𝑗) =

𝑡𝑗∼𝑡′
𝑗′

𝜑∗
𝑗′,𝑚(𝑡′𝑗′)

По фильтрованности ℐ︀ существует индекс 𝑝 ∈ ℐ︀ такой, что

𝑝 ≤ 𝑘,  𝑝 ≤ 𝑘′,  𝑝 ≤ 𝑙,  𝑝 ≤ 𝑚

𝜑∗
𝑘,𝑝(𝑢) = 𝜑∗

𝑘,𝑝(𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)) =

= 𝜑∗
𝑘,𝑝(𝜑∗

𝑖,𝑘(𝑡𝑖)) + 𝜑∗
𝑘,𝑝(𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗))

𝜑∗
𝑘,𝑝(𝑢) = 𝜑∗

𝑖,𝑝(𝑡𝑖) + 𝜑∗
𝑗,𝑝(𝑡𝑗)

Аналогично получаем

𝜑∗
𝑘′,𝑝(𝑢′) = 𝜑∗

𝑖′,𝑝(𝑡′𝑖′) + 𝜑∗
𝑗′,𝑝(𝑡′𝑗′)

𝜑∗
𝑖,𝑝(𝑡𝑖) = 𝜑∗

𝑙,𝑝(𝜑∗
𝑖,𝑙(𝑡𝑖)) = 𝜑∗

𝑙,𝑝(𝜑∗
𝑖′,𝑙(𝑡′𝑖′)) = 𝜑∗

𝑖′,𝑝(𝑡′𝑖′)

Аналогично

𝜑∗
𝑗,𝑝(𝑡𝑗) = 𝜑∗

𝑗′,𝑝(𝑡′𝑗′)



Получается, что

𝑢 ∼ 𝑢′ ⇒ [𝑢] = [𝑢′]

Операция корректна

Нейтральным элементом является [0], т.к. гомоморфизмы сохраняют 0. Обратным к [𝑡𝑖] 
является [−𝑡𝑖].

Проверим ассоциативность:

[𝑡𝑖] + ([𝑡𝑗] + [𝑡𝑘]) = |𝑗 𝑘

𝑙
| = [𝑡𝑖] + [𝜑∗

𝑗,𝑙(𝑡𝑗) + 𝜑∗
𝑘,𝑙(𝑡𝑘)] =

=

|



𝑖 𝑗 𝑘

𝑙

𝑚 |





= [𝜑∗
𝑖,𝑚(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑚(𝑡𝑗) + 𝜑∗
𝑘,𝑚(𝑡𝑘)]

С другой стороны

([𝑡𝑖] + [𝑡𝑗]) + [𝑡𝑘] = |𝑖 𝑗

𝑚
| = [𝜑∗

𝑖,𝑚(𝑡𝑖) + 𝜑∗
𝑗,𝑚(𝑡𝑗)] + [𝑡𝑘] =

= |𝑖 𝑗 𝑘

𝑚
| = [𝜑∗

𝑖,𝑚(𝑡𝑖) + 𝜑∗
𝑗,𝑚(𝑡𝑗) + 𝜑∗

𝑘,𝑚(𝑡𝑘)]

Коммутативность следует из коммутативность колец.

Операцию умножения определим тем же образом:

[𝑡𝑖] ⋅ [𝑡𝑗] = [𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) ⋅ 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)]

Она корректна по тем же соображениям.

Нейтральным элементом является [1], т.к. гомоморфизмы в 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠 сохраняют единицу. 

Дистрибутивность следует также из свойств гомоморфизма.

Таким образом, на 𝑆 есть структура коммутативного кольца с единицей.

Проверка коконуса

Пусть 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝑎(𝑖).

𝜄𝑖(𝑡 + 𝑡′) = [𝑡 + 𝑡′]

𝜄𝑖(𝑡) + 𝜄𝑖(𝑡′) = [𝑡] + [𝑡′] = |𝜑∗
𝑖,𝑖 = 1𝑎(𝑖)| = [𝑡 + 𝑡′]

𝜄𝑖(𝑡 + 𝑡′) = 𝜄𝑖(𝑡) + 𝜄𝑖(𝑡′)

𝜄𝑖(0𝑖) = [0]  все нули эквивалентны

𝜄𝑖(𝑡 ⋅ 𝑡′) = [𝑡 ⋅ 𝑡′]

𝜄𝑖(𝑡) ⋅ 𝜄𝑖(𝑡′) = [𝑡] ⋅ [𝑡′] = |𝜑𝑖,𝑖 = 1𝑎(𝑖)| = [𝑡 ⋅ 𝑡′]



𝜄𝑖(𝑡 ⋅ 𝑡′) = 𝜄𝑖(𝑡) ⋅ 𝜄𝑖(𝑡′)

𝜄𝑖(1𝑎𝑖
) = [1]  все единицы эквивалентны

Тогда 𝜄 : 𝑎 ⟹ 𝑆 - коконус в 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠.

Универсальное свойство

Пусть 𝑋 ∈ 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠, 𝜇 : 𝑎 ⟹ 𝑋 — коконус. Хотим: единственный гомоморфизм 𝜃 : 𝑆 → 𝑋. 

Определим, как и раньше

𝜃([𝑡𝑖]) ≔ 𝜇𝑖(𝑡𝑖)

Проверим свойства гомоморфизма. Пусть 𝑡𝑖 ∈ 𝑎(𝑖), 𝑡𝑗 ∈ 𝑎(𝑗):

𝜃([𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) + 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)]) = 𝜇𝑘(𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖)) + 𝜇𝑘(𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)) =

=
По свойствам коконуса

𝜇𝑖(𝑡𝑖) + 𝜇𝑗(𝑡𝑗) = 𝜃([𝑡𝑖]) + 𝜃([𝑡𝑗])

Аналогично

𝜃([𝜑∗
𝑖,𝑘(𝑡𝑖) ⋅ 𝜑∗

𝑗,𝑘(𝑡𝑗)]) = 𝜇𝑖(𝑡𝑖) ⋅ 𝜇𝑗(𝑡𝑗) = 𝜃([𝑡𝑖]) ⋅ 𝜃([𝑡𝑗])

Очевидно сохранение единицы:

𝜃([1𝑖]) = 𝜇𝑖(1𝑖) = 1𝑋,  1𝑖 ∈ 𝑎(𝑖)

Тогда 𝜃 : 𝑆 → 𝑋 определена корректно.

∐𝑖 𝑎(𝑖)/ ∼  = colim 𝑎 в 𝐂𝐑𝐢𝐧𝐠
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