
б’) Пусть даны категории ℐ︀, 𝒥︀ , 𝒞︀. Пусть даны функторы 𝜑 : 𝒥︀ → ℐ︀ , 𝛼 : ℐ︀ → 𝒞︀, 𝛽 : ℐ︀op → 𝒞︀. 

Определите естественные морфизмы colim(𝛼 ∘ 𝜑) → colim(𝛼) и lim(𝛽) → lim(𝛽 ∘ 𝜑op) в 

предположении, что все пределы существуют. (Это будет на след. лекции, но попробуйте 

догадаться самостоятельно).

Решение

Для копределов

Обозначим 𝜄 : 𝛼 ⟹ colim𝛼, 𝜏 : (𝛼 ∘ 𝜑) ⟹ colim(𝛼 ∘ 𝜑) — коконусы.

Хотим: коконус 𝜓 : (𝛼 ∘ 𝜑) ⟹ colim𝛼. Построим его с помощью переиндексации

𝜓𝑗 ≔ 𝜄𝜑(𝑗)

Очевидно, это коконус.

По универсальному свойству, ∀𝑋 ∈ 𝒞︀ и коконуса 𝜇 : (𝛼 ∘ 𝜑) ⟹ 𝑋 существует единственное 

𝜃 : colim(𝛼 ∘ 𝜑) → 𝑋 т.ч

𝜃 ∘ 𝜏𝑗 = 𝜇𝑗

Пололжим 𝑋 = colim𝛼, 𝜇 = 𝜓.

𝛼(𝜑(𝑓))

𝜏𝑗 𝜏𝑗′

𝜓𝑗

𝜓𝑗′𝜃

𝛼(𝜑(𝑗))

colim(𝛼 ∘ 𝜑)

𝛼(𝜑(𝑗′))

colim𝛼

Определили 𝜃 : colim(𝛼 ∘ 𝜑) → colim𝛼

Для пределов

Имеем пределы с их каноническими конусами:

• 𝜋 : lim𝛽 ⟹ 𝛽 для функтора 𝛽 : ℐ︀op → 𝒞︀,

• 𝑞 : lim(𝛽 ∘ 𝜑op) ⟹ (𝛽 ∘ 𝜑op) для функтора 𝛽 ∘ 𝜑op : 𝒥︀ op → 𝒞︀.

Построим конус 𝑝 : lim𝛽 ⟹ (𝛽 ∘ 𝜑op) с помощью переиндексации:

𝑝𝑗 ≔ 𝜋𝜑(𝑗)

Тогда по универсальному свойству предела lim(𝛽 ∘ 𝜑op) существует единственный морфизм 

𝜂 : lim𝛽 → lim(𝛽 ∘ 𝜑op), делающий диаграмму коммутативной:



𝛽(𝜑(𝑓))

𝑞𝑗 𝑞𝑗′

𝜂𝑝𝑗 𝑝𝑗′

𝛽(𝜑(𝑗)) 𝛽(𝜑(𝑗′))

lim(𝛽 ∘ 𝜑op)

lim𝛽

Определили 𝜂 : lim𝛽 → lim(𝛽 ∘ 𝜑op)
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